PROJEKT-/FORSKNINGSBESKRIVNING

THOMAS ERNST

1. INLEDNING

Jag forskar inom det tvarvetenskapliga matematikdmnet g-analys;
min forsta bok kom ut 2012 och jag arbetar nu pa tva fortsattningar.
Amnet ar mycket gammalt och omfattar stora delar av matematiken
och fysiken: man har dven stor nytta av sprakkunskaper eftersom det
finns en rikhaltig litteratur inom omradet.

I g-analys borjar man med ett matematiskt objekt, t.ex. ett kom-
plext tal, en derivata, en integral, eller en ekvation. Sedan infér man
en s.k. g-analog till detta objekt genom att infora en extra variabel g,
som kan vara reell (0 < ¢ < 1) eller komplex (0 < |g| < 1). Denna
g-analog har egenskapen att limes ¢ —+ 1 = det ursprungliga objektet.
Och inte nog med det, det finns t.om. manga g-analoger; exponen-
tialfunktionen, som &r ett viktigt objekt, har flera kédnda g-analoger,
som ibland anvands tillsammans. Vi befinner oss nu inom omradet
meromorfa funktioner inom komplex analys.

Den viktigaste g-analogen for mitt vidkommande ar den ¢-hypergeo-
metriska funktionen, g-analog till Gauss hypergeometriska funktion
fran 1812. Det ar har mitt bidrag kommer genom att jag infor logarit-
mer i g-analysen, vilket mojliggor att man kan skriva dessa ekvationer
av G.N. Watson (kénd for boken om Besselfunktioner), Ramanujan
etc. pa en konsistent form som liknar ursprungsformeln. Den indiske
matematikern Ramanujan uppmaéarksammades i somras genom filmen
‘the man who knew infinity’, som gick pa bio har i Uppsala. Beteck-
ningen oo, som anvéindes av Gauss 1812, ar en viktig bestandsdel i
min logaritmiska notation for ¢g—analys. Tva av varldens mest kidnda
"7 g-analytiker” (Bruce Berndt och George Andrews), ar dven ledande
experter pa Ramanujan. Jag larde kdnna dem genom var egen Dennis
Hejhal. Detta visar nu att g-analys ar analytisk talteori, men aven ellip-
tiska funktioner och thetafunktioner (kdrt barn har flera namn). Men
g-analys ar aven diskret matematik, eller kombinatorik, liksom Julius
Wess’ supersymmetri inom partikelfysiken. Julius Wess var forst med
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att ¢-deformera Maxwells ekvationer. Han var fysikprofessor i Karl-
sruhe och Miinchen, hans doktorand Andreas Ruffing har arrangerat
flera konferenser i differensekvationer, déar jag har talat om g¢-analys.
g-analys ar alltsa aven differensekvationer, eller g-analoger till differ-
entialekvationer; mitt nasta projekt ar darfor att g-deformera Laplace-
och Fouriertransformationen och distributionerna.

2. HUR JAG LARDE MIG ¢-ANALYS OCH (MULTIPLA)
HYPERGEOMETRISKA SERIER

I borjan har jag varit en slags autodidakt i g—analys. Algebraik-
ern Sergei Silvestrov (numera professor vid Mailardalens hégskola i
Visteras) larde mig g-analys pa KTH 1997. Han uppmanade mig att
noggrannt studera litteraturen om hypergeometriska serier. Darfor gick
jag igenom hela litteraturen i &mnet, bland annat med hjalp av det da
nyligen introducerade internet och vara fina bibliotek i Uppsala och
Mittag-Lefflerbiblioteket i Djursholm.

Sedan traffade jag genom min handledare Christer Kiselman Jaak
Peetre pa en konferens i Lund 1999 och lirde dar kdnna Per Karls-
son (1940-2012), DTU, Lyngby. Jaak introducerade mig i Estland och
Polen.

Sedan blev Per min mentor i Képenhamn och jag kunde fa kon-
takt med hans medforfattare, indiern Hari M. Srivastava. Den senare
blev min opponent 2002 och introducerade mig i Sydkorea utan att
jag behovde aka dit. Per Karlsson dog alltsa for nagra ar sedan och
jag har overtagit hela hans bibliotek, som bl.a. omfattar Srivastavas
publikationer och hela litteraturen om hypergeometriska serier inklu-
sive hans refereerapporter och recensioner. Jag aker regelbundet till
Kopenhamn for att traffa hans son. Pers omfattande arbeten ar fardiga
for publikation, det blir flera bocker som kommer att ges ut av under-
tecknad. Jag har dessutom oOvertagit vissa delar av Uppsalas matem-
atikbibliotek. Det finns dven mojlighet att skriva popularvetenskapliga
artiklar. Min opponent var alltsa indiern Hari M. Srivastava (British
Columbia, Kanada), som har skrivit den enda moderna boken om mul-
tipla hypergeometriska funktioner (hér finns mycket fa experter), till-
sammans med Per Karlsson.

Vidare samarbetar jag indirekt med Johann Cigler i Wien, som jag
betraktar som en stor g-analys-expert och g¢-didaktiker; han skriver
foretradelsevis pa tyska. I min bok beskrivs denna Osterrikiska skola
ingaende.
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Sammanfattningsvis: g-analys finns i Holland, Belgien, Osterrike,
USA, Indien, Sydkorea och Kina. Andra varianter eller dialekter fore-
kommer i Frankrike, Danmark och Tyskland. Det finns alltsa andra
skolor inom g¢-analysen, forutom min egen. g-analys ar matematikens
termodynamik, som fortfarande tyvarr befinner sig pa Boltzmanns niva
i mangas 6gon. Syftet med min forskning &r bl.a. att rada bukt pa
detta missforhallande.

2.1. Sjalvutvardering av mina tidiga forskningsinsatser. Jag
har skrivit tva bocker om g-hypergeometriska serier i Birkhduser (Basel)
och fler bocker ar pa gang. Ett annat projekt, som presenteras senast i
Visteras och pa konferensen i Gent 2014, &r nya g-deformerade Lieal-
gebror och Liegrupper i kombination med en ¢g—deformerad differential-
geometri och ett ¢g—deformerat de Sitter universum.

Jag har stor nytta av det symboliska programmet Mathematica, som
jag anvander regelbundet for att kontrollera mina formler.

Efter min forsta storre publikation vande jag mig till ¢ -funktioner av
manga variabler och I',~funktioner, delvis assisterad av Per Karlsson
vid DTU i Danmark. I flera av mina artiklar generaliserar jag formler
av min opponent pa min disputation Hari M. Srivastava, och visade
anvandbarheten av tildeoperatorn. Aven om jag anser mig en expert pa
g¢-Bernoulli och g-Euler polynom, ar detta amne dnnu inte avslutad, och
jag vet exakt hur man ska fortsitta detta arbete. Genom mina manga
resor har jag uppnatt goda kunskaper i tyska och vissa kunskaper i
franska, som gor det mojligt att har bra internationella kontakter.

3. OM SPECIELLA FUNKTIONER I UPPSALA UNDER 1800-TALET

Uppsala-matematikern Carl Johan Malmsten (1814-1886) var en
stor expert pa speciella funktioner i sin ungdom, men hans arbete
har fallit i glomska. Han bevisade bl.a. en integral-representation
av In|I'(z)|. Mycket senare, 2014 aterupptéckte laroslav Blagouchine
dessa Malmsten-integraler och bevisade dem genom kontur-integration.
Malmsten hade en stor matematik-bibliotek, dar man kan se att han
kande den norske matematikern Ludwig Sylow. Hans elev Goran Dill-
ner (1832-1906), handledare for Mittag-Leffler i Uppsala, presenter-
ade moderna vektorforms-kvarternioner i en tysk artikel publicerad
1877. Han handledde sedan Erik Lundberg (1846-1911), som intro-
ducerade sa kallade hypergoniometriska funktioner, generaliseringar av
trigonometriska funktioner, som uppfyller vissa anméarkningsvarda "py-
tagoreiska formler’:

(1) snb(t) +cnb(t) =1, p> 1.
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Dillner var den ende matematikprofessorn i Uppsala 1877-1897 och
vurmade speciellt for elliptiska funktioner, eller en dialekt av g-analys.
Hans ldrjunge Matths Falk (1841-1926) skrev ett ofta citerat arbete
om elliptiska funktioner 1892. Falk var professor i matematik i Upp-
sala 1890-1906. Malmstens doktorand Hjalmar Holmgren (1822-1885)
skrev flera langa artiklar om differential-operatorer och differentialek-
vationer. Jag planerar att hitta g-analoger till hans fina formler. Hans
son Erik Holmgren (1872-1943) studerade ocksa differentialekvationer,
och i synnerhet varmeledningsekvationen.

4. APPLIKATIONER I FYSIKEN

Den speciella matematik som bygger upp den s.k. g-analysen ger
en alternativ vag for 1osning av differentialekvationer. Den &r darmed
av intresse for fysikaliska tillampningar, och flera sadana har redan
pavisats dar g-analoger har stallts upp for klassiska system inom mekan-
iken och elektricitetslaran. Det visar sig emellertid att ocksa losningar
till Schrodingerekvationer ar mojliga genom g-analys, och darmed blir
kvantsystem av intresse. Hittills saknas g-analoger till sadana, medan
losningar for vateliknande atomer kan erhallas pa detta nya satt.

Speciellt kan Legendrepolynomen, som ingar i vagfunktionerna for
sadana system, hanteras pa ett systematiskt siatt. Eftersom sadana
polynom kan inga dven i behandlingen av flerelektronsystem kan forsknin-
gen omfatta dven sadana atomer. Har finns ett mycket stort experi-
mentellt material att jamfora med och metodutvecklingen kommer att
ske i nara samarbete med forskningsgrupper inom atom- och molekyl-
fysik. Forutom studier av elektroniska tillstand kommer metoderna
att provas for molekylvibrationer och rotationer. Det kan tilliggas att
jag har g¢-deformerat Jacobi-, Laguerre-, Hermite- och Legendrepoly-
nomen.

g-Analysen kan dven anvandas i elementarpartikelfysiken. I den
statistiska mekaniken dyker g-bosoner och g-fermioner upp, medan
s.k. g¢-positroner skulle kunna definieras som losningar till g-Dirac-
ekvationen. Teorin for kvarkar har aven ett samband med ¢-analys, och
undertecknad soker aktivt efter samarbetspartners inom detta omrade.

Genom mitt deltagande i internationella konferenser far Sverige en
representant dar och for detta forskningsomrade. g-analysen har stor
betydelse inom grundlaggande och tillampad matematik, vilket framgar
bl.a. av det faktum att det inom detta omrade anordnas flera interna-
tionella konferenser varje ar.



